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Сила тертя на матриці: 
 

22 2М
T З n s ЗP R h R h               .  (3) 

 

Тоді питоме зусилля q, яке виникає в перерізі стінки виробу дорівнює: 
 

   
2 2

2 2 2 2

2 2П М
s П s ЗT T

З П З П

r l R hP P
q

R r R r

     
 

        
 

 
.  (4) 

 

Величину h можна визначити через розміри стінки і кут α (див. рис. 2): 
 

 
2З Пh l R r ctg


   . (5) 

Після скорочення в виразі (4) і підставивши h, отримуємо: 
 

 
2 2 2

2
2

П З З П

s
З П

r l R R r ctg l
q

R r



 

        


. (6) 

 

Величину q необхідно врахувати одночасно з дією протитиску p  при аналізі напру-

женого стану в осередку деформації  . 
Для знаходження наближеного рівняння рівноваги в осередку деформації використає-

мо підхід Л. Г. Степанського [9]. Диференційне рівняння рівноваги в сферичних координатах 
має вигляд: 

 

1
3 0

d
ctg

d
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    
 

   


.  (7) 

 

Інтегруємо його по координаті   в осередку деформації: 
 

1
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Â

R

R

d
ctg dr
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Граничні умови дотичного напруження τρθ: 
 

к  , при ВR     ; 
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1

2Н sR    , 
(9) 

 

де µ – коефіцієнт тертя; 1

1

2З s   – дотичне напруження зсуву; 1s  – істинне напру-

ження в першому об’ємі. 
Після інтегрування (8), отримаємо наближене рівняння рівноваги: 
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d
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R
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
 .  (10) 

 

Підставляємо вирази дотичних напружень (9) в (10): 
 

1

1

2
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s

Н

В

d
Rd
R


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Умова пластичності для осередку деформації: 
 

s      .  (12) 
 

В рівнянні (11) зробимо заміну   на   з (12): 
 

 1 1

1

2

ln

s s

Н

В

d
Rd
R




   


  
 . (13) 

 

Розділяємо змінні: 

1

1
ln

2
Н

s
В

d d
R

R





 

  


    
 

. (14) 

 

Інтегруємо: 
 

1

1 1
ln

2
ln

s
Н

В

C
R

R


  


             

.  (15) 

 

Довільну постійну С знаходимо з граничної умови: при / 2   (на краю осередку 

деформації) напруження ( ) sin
2

p q
    . Тут величина q визначається по формулі (6).  

Підставляємо С з (15) в (14), після перетворень отримуємо: 
 

1

1

1

2
exp

1 2ln( )sin
2 2

s

Н
s

В

R
p q

R

  
  

  

                
 

. (16) 

 

Виразимо з (16) напруження  : 
 

1 1

1 1
( )sin 1 exp 1

2 2 2 2
ln

s s
Н

В

p q
R

R


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 
                  

     
. (17) 

 

Зробимо заміну: 
 

exp 1
2 2

ln lnН Н

В В

R R

R R

             
   

.  (18) 

 

Тоді рівняння (17) має вигляд: 
 

1
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1 1
sin 1 1 1

2 2 2 2ln
s
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В

p q
R

R
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                     

    

. (19) 

 

З умов пластичності (12) знаходимо напруження ߪఘ: 
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1
1

1 1
sin 1 1

2 2 2 2ln
s

Нs

В

p q
R

R


    

  
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                    

    

. (20) 

 

Для визначення зусилля видавлювання виділимо елементарну площу dF  на куті d  
і радіусі ܴ஻, яка представляє собою елементарну площу кульового сегменту: 

 

ВdF r d R d     ,  (21) 
 

де d  – елементарний кут, який змінюється від 0 до 2π; d  – елементарний кут, який 

змінюється від 0 до 
2


. 

По розрахунковій схемі знаходимо: sinВr R   . Тоді: 
 

2 sinBdF R d d     . (22) 
 

Зусилля деформування визначаємо по формулі: 
 

 

2 /2 2 /2
/22 2

0
0 0 0 0

2 2

2
1

1

cos cos sin 2 cos sin

sin sin
1 2 22 sin 1 1 sin cos

2 2 2 4
2ln 8ln

д n n B B

B s
Н Нs

В В

P dF R d d R d

p q
R

R R

R R

   


           

 
      

  

       

   
                             

    

.   (23) 

 

Радіуси ВR  і НR  можна виразити через розміри деформуючого інструменту (див. рис. 2): 
 

sin
2

П
B

r
R


 ; 

sin
2

З
Н

R
R


 .  (24) 

 

Після перетворень в формулі (23) отримуємо: 
 

 

2
2 2

1
1

sin sin1 2 22 sin 1 1 sin cos
2 2 2 4sin 2ln 8ln

2

П
д s

З З

п п

s

r p q
P

R R

r r

 
         

                                       

. (25) 

 

В рівнянні (25) зусилля залежить від кута  , причому окремі складові збільшуються, 
а інші зменшуються. Тому може бути визначене оптимальне значення кута опт , яке забезпе-

чує мінімальну величину зусилля видавлювання дP . 

Для врахування зміцнення використовуємо відому апроксимацію діаграми істинних 
напружень [8]: 

 

1

1
B

s
ш ш

ш

ш


 

 

 
    

,  (26) 

 

де σВ – межа міцності сталі, ψш – відносне потоншення, яке відповідає моменту утво-
рення шийки на зразку при випробуванні на розтяг, ψ – поточне значення відносного потон-
шення. 
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В якості відносного потоншення ψ беремо середнє значення його в осередку деформації: 
 

2 2
Н B Н B

Н Н

ср R R R R

R R

 


   
 


. (27) 

 

Використаємо вирази для радіусів RН і RВ (24). Тоді з (27) отримуємо: 
 

2
ср П

З

r

R
  .  (28) 

 

Підставляємо (28) в (26) і знаходимо середнє значення істинного напруження 1
ср
s  

в осередку деформації: 
 

1
1

1 1 2
ср B П
s

ш З ш

ш

шr

R




 

 
    

. (29) 

 

Значення 1
ср
s  необхідно підставити в формули для визначення зусилля (25), напру-

жень   (20) і q (6). В виразі (6) 2 1s s  . 

За отриманими формулами для зусилля видавлювання (30) та нормальних напружень 
на пуансоні (31) проведемо розрахунок видавлювання порожнини матриці з сталі Р6М5 сфе-
ричним пуансоном в умовах дії протитиску на заготовку. Для розрахунку задавали всі вихід-
ні параметри: ߪ஻ = 620 МПа – межа міцності; ߰ш= 0,4 – відносне потоншення;  = 0,08 – ко-

ефіцієнт тертя; ܴЗ = 47,5 мм; пr = 31 мм. Максимальне значення протитиску на заготовку 

p  = 700 МПа. Кут   = 60 градусів. Розрахункове питоме зусилля q, яке виникає в перерізі 
стінки визначаємо за формулою (6), і при заданих параметрах складає 530,2 МПа. 

Розраховане середнє значення істинного напруження по формулі (29) складає 
902 МПа. Тоді величина зусилля видавлювання డܲ = 7,15 МН, а значення   по формулі (20) 
при θ = 0, θ = α/4 = 15º та θ = α/2 = 30º відповідно склали 2220, 1896 та 1517 МПа. 

Перевірка адекватності отриманих результатів інженерним методом проводилась за 
допомогою математичного моделювання методом кінцевих елементів (МСЕ) та експеримен-
тальним шляхом. 

Було проведено моделювання процесу видавлювання сферичним пуансоном за умови 
дії протитиску на заготовку. Використаний пакет програм, який створено на кафедрі 
МПМ та РП НТУУ «КПІ». Пакет дозволяє визначити пружно-пластичний стан металу при де-
формуванні з вихідного стану заготовки до отримання кінцевої форми виробу з урахуванням 
основних параметрів, які впливають на холодне видавлювання та розвантаження після пласти-
чної деформації, що дозволяє визначити кінцеві розміри заготовки після видавлювання. 

Процес видавлювання порожнини матриці в заготовці зі сталі Р6М5 розглядали як ві-
сесиметричну задачу (рис. 3). Заготовка 1 встановлюється в контейнер 2 на деформуючий 
пуансон 3. Зусилля видавлювання Рд прикладається за допомогою пуансона 4. Властивості 
металу вихідної заготовки у відпаленому стані: модуль Юнга 2,1·105 МПа, коефіцієнт Пуас-
сона 0,33, умовна межа течії σ0,2 = 300 МПа. Істинні напруження визначались як функція 

 Tiss ,,   (тут s  – істинне напруження, – інтенсивність деформацій,   – швидкість 

деформації, T  – температура). Для врахування тертя на контактуючих поверхнях задавали 
коефіцієнт тертя µ = 0,08. Деформуючий інструмент вважався абсолютно жорстким. 

Моделювання розподіляли на певну кількість кроків навантаження. Навантаження за-
давали у вигляді покрокових переміщень u0 = 0,2 мм пуансона 4. Величина протитиску 
в процесі видавлювання була змінна і залежала від зусилля Рд.  

Розрахункова залежність зусилля видавлювання від переміщення пуансона показана 
на рис. 4. Максимальне значення зусилля видавлювання в кінці ходу склало 691 КН. 

i
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ВИСНОВКИ 

Інженерним методом вирішена задача холодного видавлювання порожнин сферичним 
пуансоном в умовах дії протитиску на вільну поверхню заготовки. При рішенні враховано 
тертя, зміцнення та дія протитиску. Інженерним методом визначене зусилля видавлювання 
сферичної порожнини із сталі Р6М5, яке склало 7,15 МН, та нормальні напруження на пуан-
соні при θ = 0, θ = α/4 = 15º та θ = α/2 = 30º, значення яких відповідно складають 2220, 1896 
та 1517 МПа.  

МСЕ проведений чисельний експеримент видавлювання сферичної порожнини в заго-
товках зі сталі Р6М5. Визначена залежність зусилля видавлювання від переміщення пуансо-
на. Максимальне значення зусилля видавлювання досягає 6,91 МН (величина по ІМ 7,1 МН). 
Також отримані: точний розподіл нормальних напружень на деформуючому інструменті, кі-
нцева геометрія заготовки, інтенсивності деформацій і напружень по об’єму здеформованого 
металу. Максимальне значення нормальних напружень на пуансоні при вирішені задачі МСЕ 
склало 2700 МПа. Встановлені області інтенсивної проробки структури металу холодною 
пластичною деформацією в заготовці та зміцнення здеформованого металу для підвищення 
стійкості матриць.  

Проведено експериментальні роботи по видавлюванню з протитиском порожнин мат-
риць зі сталі Р6М5  
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